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΄Ασκηση 1. ΄Εστω H χώρος Hilbert και (en)n∈N ορθοκανονική ακολουθία στον H. Να
δειχθεί ότι για κάθε x∗ ∈ H∗, lim

n→∞
x∗(en) = 0.

΄Ασκηση 2. ΄ΕστωH,H ′ χώροι Hilbert, {e1, . . . , en} ⊆ H, {e′1, . . . , e′n} ⊆ H ′ ορθοκανονικά
σύνολα και (λi)ni=1 πεπερασµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε T : H →
H ′ µε

Tx =
n∑

i=1

λi〈x, ei〉e′i, για κάθε x ∈ H.

Να δειχθεί ότι ο T είναι ϕραγµένος µε ‖T‖ = max{|λi| : i = 1, . . . , n}.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω E διαχωρίσιµος χώρος εσωτερικού γινοµένου και (ei)i∈I ορθοκανονική
οικογένεια. Να δειχθεί ότι το I είναι το πολύ αριθµήσιµο.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω E χώρος εσωτερικού γινοµένου και (ei)i∈I ορθοκανονική οικογένεια.
Να δειχθεί ότι για κάθε x ∈ E, το σύνολο Kx = {i ∈ I : 〈x, ei〉 6= 0} είναι το πολύ
αριθµήσιµο.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω H χώρος Hilbert καιM 6= {0} υπόχωρός του. Αν f :M → R γραµµικό
και ϕραγµένο συναρτησιακό, να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδική γραµµική και ϕραγµένη
επέκταση του f σε ολόκληρο τον H, δηλ. υπάρχει f̃ ∈ H∗ τέτοιο ώστε f̃ |M = f , και
επιπλέον ότι ‖f̃‖ = ‖f‖.


